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¿Es esto un trozo de un cilindro?
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¿Es esto un trozo de un helicoide?
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¿Es esto un trozo de un catenoide?
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¿Es esto un trozo de un toro?

La respuesta es: NO. De hecho, son Superficies de Bézier.
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V Jornadas Doctorales Aproximación normal de curvas y superficies regulares



¿Es esto un trozo de un toro?

La respuesta es: NO. De hecho, son Superficies de Bézier.
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Trabajó para Renault (1933-1975).
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Curvas de Bézier

Dados n + 1 puntos P0, . . . ,Pn, determinan la curva de Bézier

B(t) =
n∑

i=0

Bn
i (t)Pi , t ∈ [0, 1],

donde

Bn
i (t) =

(
n

i

)
t i (1− t)n−i , 0 ≤ i ≤ n

es el polinomio de Bernstein de grado n.
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B(t) =
n∑

i=0

Bn
i (t)Pi , t ∈ [0, 1],

donde

Bn
i (t) =

(
n

i

)
t i (1− t)n−i , 0 ≤ i ≤ n

es el polinomio de Bernstein de grado n.

V Jornadas Doctorales Aproximación normal de curvas y superficies regulares



Curvas de Bézier
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Superficies de Bézier

Dada una malla de m · n puntos Pij , 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n,
determina la superficie de Bézier

B(u, v) =
m∑
i=0

n∑
j=0

Bm
i (u)Bn

j (v)Pij , u, v ∈ [0, 1],

donde Bm
i y Bn

j son polinomios de Bernstein de grados m y n,
respectivamente.
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Problemas

Problema 1: Dada una curva regular

α : [0, 1] −→ R2,

¿cómo podemos elegir los puntos de control para aproximar α por
una curva de Bézier?
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V Jornadas Doctorales Aproximación normal de curvas y superficies regulares



Nuestro método

Sea α : [0, 1] −→ R2 una curva regular.

Elegimos t0 = 0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = 1. Sean P0 = α(0),
Pn = α(1). Para cada i = 1, . . . , n − 1, consideramos el punto

Pi (λi ) = α(ti ) + λin(ti ),

donde n(ti ) es el vector normal a α en α(ti ).

α(ti)

α(0)

α(1)

Pi(λi)

n(ti)

t(ti)
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Nuestro método (2)

Entonces, definimos la curva de Bézier

B(λ1, . . . , λn−1, t) = Bn
0 (t)P0 +

n−1∑
i=1

Bn
i (t)Pi (λi ) + Bn

n (t)Pn,

donde los Bn
i (t) son los polinomios de Bernstein.

Ahora, definimos la función:

F (λ1, . . . , λn−1) =

∫ 1

0
|α(t)− B(λ1, . . . , λn−1, t)|2dt.

Minimizando esta función, encontramos los valores λ01, . . . , λ
0
n−1

que nos dan la mejor aproximación B(λ01, . . . , λ
0
n−1, t) para la

curva α(t).

V Jornadas Doctorales Aproximación normal de curvas y superficies regulares



Nuestro método (2)

Entonces, definimos la curva de Bézier
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Nuestro método (3)

La minimización se puede hacer resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales, dado por ∂F/∂λj = 0, para cada
j = 1, . . . , n − 1.

De hecho:

∂F

∂λj
=

∫ 1

0

∂G

∂λj
dt,

donde

G (λ1, . . . , λn−1, t) =
2∑

k=1

(αk(t)− Bk(λ1, . . . , λn−1, t))2.

Aśı:

∂G

∂λj
= 2

2∑
k=1

(αk(t)−Bk(λ1, . . . , λn−1, t))
∂(αk(t)− Bk(λ1, . . . , λn−1, t))

∂λj
.
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0
αk(t)Bn

j (t)dt − Pk
0

∫ 1

0
Bn
0 (t)Bn

j (t)dt

−
n−1∑
i=1

αk(ti )

∫ 1

0
Bn
i (t)Bn

j (t)dt − Pk
n

∫ 1

0
Bn
n (t)Bn

j (t)dt

)

+ 2
n−1∑
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(
2∑

k=1

nk(ti )nk(tj)

∫ 1

0
Bn
i (t)Bn
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Esta expresión es af́ın en λ1, . . . , λn−1.
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Ejemplo: la parábola

Estimación del error: 0.004166666667
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Ejemplo: la parábola

Estimación del error: 0.001459250709
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Ejemplo: la parábola

Estimación del error: 0.0008372327736

V Jornadas Doctorales Aproximación normal de curvas y superficies regulares



Nuestro método: una mejora

Sea α : [0, 1] −→ R2 una curva regular.

Es bien sabido que, si B(t) es una curva de Bézier, entonces

B ′(0) = n(P1 − P0), B ′(1) = n(Pn − Pn−1).

En nuestro caso:

B ′(λ1, . . . , λn−1, 0) = n(α(t1) + λ1n(t1)− α(0)),

B ′(λ1, . . . , λn−1, 1) = n(α(1)− α(tn−1)− λn−1n(tn−1)).

Si imponemos

B ′(λ1, . . . , λn−1, 0) · n(0) = 0, B ′(λ1, . . . , λn−1, 1) · n(1) = 0,

entonces obtenemos dos ecuaciones lineales que nos permiten
determinar fácilmente λ1, λn−1.

Decimos que B(λ1, . . . , λn−1, t) está “clavada” en los puntos
P0,Pn.
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Nuestro método: una mejora
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determinar fácilmente λ1, λn−1.

Decimos que B(λ1, . . . , λn−1, t) está “clavada” en los puntos
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Ejemplo: la parábola
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Ejemplo: la circunferencia
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Nuestro método: extensiones

Curvas espaciales:

El mismo método se puede usar para curvas
en R3. En tal caso, n(ti ) seŕıa el vector normal principal de α en
α(ti ) (necesitamos que κ(ti ) 6= 0).

α(ti)

α(0)

α(1)

Pi(λi)

n(ti)

t(ti)

b(ti)
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Ejemplo: hélice circular
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Nuestro método: extensiones (2)

Superficies:

Para aproximar una superficie x : [0, 1]× [0, 1]→ R3,
seguimos los siguientes pasos:

Paso 1: Aproximamos las curvas

α1(t) = x(t, 0), α2(t) = x(0, t), α3(t) = x(t, 1), α4(t) = x(1, t),

por curvas de Bézier B1(t), . . . ,B4(t). Aśı, determinamos los
puntos exteriores de la malla de control.

Paso 2: Para los puntos interiores de la malla de control,
escribimos

Pij(λij) = x(ui , vj) + λijN(ui , vj),

donde N(ui , vj) es el vector normal de x en x(ui , vj), y construimos
la superficie de Bézier B(λij , u, v).

Paso 3: Minimizamos la función

F (λij) =

∫ 1

0

∫ 1

0
|x(u, v)− B(λij , u, v)|2dudv ,

para obtener los valores de λ0ij .
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Ejemplo: cilindro circular
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Nuestro método: aplicaciones

Minimizar la longitud de curvas en superficies:
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Nuestro método: aplicaciones (2)

Mejora aerodinámica de curvas y superficies:

Nuestro objetivo es minimizar la fuerza de presión que viene
determinada por la siguiente ecuación:

Fp =

∫
A
pdA cos θ
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Nuestro método: aplicaciones (2)

Mejora aerodinámica de curvas y superficies:

Objetivo: Minimizar cos2 θ (para que no influya el signo), siendo θ
el ángulo que forman la normal de la curva y la dirección del aire
~v = (−1, 0).
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Nuestro método: aplicaciones (2)

B(λ1, λ2, t) = (3t(1−t)2λ1+3t2(1−t)λ2, (1−t)3+2t(1−t)2+t2(1−t))

cos2 θ(λ1, λ2, 1/3) =
1

1 + λ22
, cos2 θ(λ1, λ2, 2/3) =

1

1 + λ21
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