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. Es esto un trozo de un cilindro?
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i Es esto un trozo de un helicoide?
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i Es esto un trozo de un catenoide?
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. Es esto un trozo de un

La respuesta es: NO.
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. Es esto un trozo de un toro?

La respuesta es: NO. De hecho, son Superficies de Bézier.
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Pierre Bézier

Francia, 01/09/1910 - 25/11/1999
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Curvas de Bézier

Dados n+ 1 puntos Py, ..., P,, determinan la curva de Bézier

B(t) =) B(t)P; t € [0,1],
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Curvas de Bézier

Dados n+ 1 puntos Py, ..., P,, determinan la curva de Bézier

B(t)=Y _Bl(t)P;,  teo1],

donde

IN
IN
S

B(t) = (”) ta—t)mi. 0

i

es el polinomio de Bernstein de grado n.
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Curvas de Bézier

Dados n+ 1 puntos Py, ..., P,, determinan la curva de Bézier

B(t) =) B(t)P; t € [0,1],
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es el polinomio de Bernstein de grado n.
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Curvas de Bézier
., P, determinan la curva de Bézier

Dados n+ 1 puntos Py, ..

B(t) = Zn: B(t)P; t €[0,1],

donde

o
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IA
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810 = ()i - o

es el polinomio de Bernstein de grado n.

Po
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Curvas de Bézier

Dados n+ 1 puntos Py, ..., P,, determinan la curva de Bézier

B(t) =) B(t)P; t € [0,1],

donde
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es el polinomio de Bernstein de grado n.
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Superficies de Bézier

Dada una malla de m- n puntos P;j;, 0 <i < m,0 <, <n,
determina la superficie de Bézier

B(u,v) =Y Bl (u)Bl(v)Pj,  u,ve1],

i=0 j=0
donde B y B}’ son polinomios de Bernstein de grados my n,
respectivamente.
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Superficies de Bézier

Dada una malla de m- n puntos P;j;, 0 <i < m,0 <, <n,
determina la superficie de Bézier

B(u,v) =Y Bl (u)Bl(v)Pj,  u,ve1],

i=0 j=0
donde B y B}’ son polinomios de Bernstein de grados my n,
respectivamente.
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Problemas

Problema 1: Dada una curva regular

a:[0,1] — R?,
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Problemas

Problema 1: Dada una curva regular
a:[0,1] — R?,

icomo podemos elegir los puntos de control para aproximar « por
una curva de Bézier?
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Problemas

Problema 1: Dada una curva regular
a:[0,1] — R?,

icomo podemos elegir los puntos de control para aproximar « por
una curva de Bézier?
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Problema 1: Dada una curva regular
a:[0,1] — R3,

icomo podemos elegir los puntos de control para aproximar « por
una curva de Bézier?
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Problema 1: Dada una curva regular
a:[0,1] — R3,

icomo podemos elegir los puntos de control para aproximar « por
una curva de Bézier?

Problema 2: Dada una superficie regular
x:[0,1] x [0,1] — R3,

icomo podemos elegir los puntos de control para aproximar x por
una superficie de Bézier?
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Nuestro método

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.
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Nuestro método

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.

Elegimos tp =0 < t; < --- < tho1 < tp=1.
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Nuestro método

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.

Elegimos to =0 < t; < -+ < th_1 < t, = 1. Sean Py = «(0),
P, = «a(1).
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Nuestro método

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.

Elegimos to =0 < t; < -+ < th_1 < t, = 1. Sean Py = «(0),
P, = «(1). Paracada i=1,...,n— 1, consideramos el punto

P,'()\,') = Oz(t,') + )\,-n(t;),

donde n(t;) es el vector normal a v en a(t;).
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Nuestro método

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.

Elegimos to =0 < t; < -+ < th_1 < t, = 1. Sean Py = «(0),
P, = «(1). Paracada i=1,...,n— 1, consideramos el punto

P,'()\,') = Oz(t,') + )\,-n(t;),

donde n(t;) es el vector normal a v en a(t;).

Py(l

.
.
/
/
|)’
.
.

a(l)

a(0) ,", t(ti)
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Nuestro método (2)

Entonces, definimos la curva de Bézier

n—1
B(A1, ..., A1, t) = BE(t)Po+ Y BI(t)Pi(\i) + By (t)Pn,
i=1

donde los B/(t) son los polinomios de Bernstein.
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Nuestro método (2)

Entonces, definimos la curva de Bézier

B(A1, ..., A1, t) = BE(t)Po+ Y BI(t)Pi(\i) + By (t)Pn,
i=1

donde los B/(t) son los polinomios de Bernstein.

Ahora, definimos la funcidn:

F()\l,... n1 / ]a )\1,... n—1, )| dt.
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Nuestro método (2)

Entonces, definimos la curva de Bézier

B(A1, ..., A1, t) = BE(t)Po+ Y BI(t)Pi(\i) + By (t)Pn,
i=1

donde los B/(t) son los polinomios de Bernstein.

Ahora, definimos la funcidn:

1
F()\l,...,)\n_l):/ a(t) = B, ., An_, £)|2dt.
0

Minimizando esta funcién, encontramos los valores )\(1), cees )\97_1
que nos dan la mejor aproximacién B()\?, .. ,)\271, t) para la
curva aft).
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Nuestro método (3)

La minimizacién se puede hacer resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales, dado por 9F /O\; = 0, para cada
j=1...,n—1
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Nuestro método (3)

La minimizacién se puede hacer resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales, dado por 9F /O\; = 0, para cada
j=1,...,n—1. De hecho:

oF _ 106G
N Jo 0N
donde
2
G(A1,. . A1, 1) = (o B*(A1, ..., A1, b))%
k=1
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Nuestro método (3)

La minimizacién se puede hacer resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales, dado por 9F /O\; = 0, para cada
j=1,...,n—1. De hecho:

oF _ [106 .
0\ 0o 0N
donde
2
G(A1,. . A1, 1) = (o B*(A1, ..., A1, b))%
k=1
Asi:

2
06 23 (M) =B (. Ap, ) LB e, 1)
J
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Nuestro método (3)

La minimizacién se puede hacer resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales, dado por 9F /O\; = 0, para cada
j=1,...,n—1. De hecho:

oF _ [106 .
0\ 0o 0N
donde
2
G(A1, .. A1, 1) = (o B*(A1, ..., A1, 1))2
k=1
Asi:

2
22 KA1+ Anmt, ) (= BP(E)n*(1)).
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Nuestro método (3)

La minimizacién se puede hacer resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales, dado por 9F /O\; = 0, para cada
j=1,...,n—1. De hecho:

OF 2 1 . 1 . .
@Aj:—z;nk(tj) (/0 ak(t)gj(t)dt—P{;/ BY(t)BF(t)dt

0
n—1
C Nk (t
> oy

2 1
nk : nk ; n n .
> k() (fj)/o Bi(t)B; (f)dt> Aiy

1

1
B,-”(t)Bf’(t)dtP,’f/ B,Q’(t)Bf’(t)dt)
0
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Nuestro método (3)

La minimizacién se puede hacer resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales, dado por 9F /O\; = 0, para cada
j=1,...,n—1. De hecho:

OF 2 1 . 1 . .
@Aj:—z;nk(tj) (/0 ak(t)gj(t)dt—P{;/ BY(t)BF(t)dt

0
n—1
> o /0

2 1
nk : nk ; n n .
> k() (fj)/o Bi(t)B; (f)dt> Aiy

1

1
B,-”(t)Bf’(t)dtP,’f/ B,Q’(t)Bf’(t)dt)
0

Esta expresidn es afin en A\q,..., A\,_1.
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Ejemplo: la parabola

Estimacién del error: 0.004166666667



Ejemplo: la parabola

Estimacién del error: 0.001459250709



Ejemplo: la parabola

0.8
0.6
0.4

0.2

Estimacién del error: 0.0008372327736
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Nuestro método: una mejora

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.
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Nuestro método: una mejora

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.

Es bien sabido que, si B(t) es una curva de Bézier, entonces
B'(0) = n(Py — Py), B'(1) = n(P,— Pp_1).
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Nuestro método: una mejora

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.

Es bien sabido que, si B(t) es una curva de Bézier, entonces
B'(0) = n(Py — Py), B'(1) = n(P,— Pp_1).
En nuestro caso:
B' (M, .5 -1,0) = n(a(t1) + A\in(t1) — «(0)),
B'(M\,. ., n-1,1) n(a(l) — a(th—1) — Ap—1n(tn—1)).

V Jornadas Doctorales Aproximacién normal de curvas y superficies regulares



Nuestro método: una mejora

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.

Es bien sabido que, si B(t) es una curva de Bézier, entonces
B'(0) = n(Py — Py), B'(1) = n(P,— Pp_1).
En nuestro caso:
B' (M, .5 -1,0) = n(a(t1) + A\in(t1) — «(0)),
B'(M\,. ., n-1,1) n(a(l) — a(th—1) — Ap—1n(tn—1)).
Si imponemos
B' (M, An-1,0)-n(0) =0, B'(A,...,An_1,1)-n(1) =0,

entonces obtenemos dos ecuaciones lineales que nos permiten
determinar facilmente A1, A\p_1.
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Nuestro método: una mejora

Sea « : [0,1] — R? una curva regular.

Es bien sabido que, si B(t) es una curva de Bézier, entonces
B'(0) = n(Py — Py), B'(1) = n(P,— Pp_1).
En nuestro caso:
B' (M, .5 -1,0) = n(a(t1) + A\in(t1) — «(0)),
B'(M\,. ., n-1,1) n(a(l) — a(th—1) — Ap—1n(tn—1)).
Si imponemos
B' (M, An-1,0)-n(0) =0, B'(A,...,An_1,1)-n(1) =0,

entonces obtenemos dos ecuaciones lineales que nos permiten
determinar facilmente A1, A\p_1.

Decimos que B(A1,...,Aq—1,1) estd “clavada” en los puntos
Pg, Pp.



Ejemplo: la parabola
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Ejemplo: la circunferencia
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Nuestro método: extensiones

Curvas espaciales:
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Nuestro método: extensiones

Curvas espaciales: El mismo método se puede usar para curvas
en R3. En tal caso, n(t;) serfa el vector normal principal de o en
a(t;) (necesitamos que x(t;) # 0).
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Nuestro método: extensiones

Curvas espaciales: El mismo método se puede usar para curvas
en R3. En tal caso, n(t;) serfa el vector normal principal de o en
a(t;) (necesitamos que x(t;) # 0).

a(l)

a(ti)

- t(t) a(0)
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Ejemplo: hélice circular
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Ejemplo: hélice circular
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Ejemplo: hélice circular
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Ejemplo: hélice circular
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Nuestro método: extensiones (2)

Superficies:
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Nuestro método: extensiones (2)

Superficies: Para aproximar una superficie x : [0,1] x [0,1] — R3,
seguimos los siguientes pasos:
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Nuestro método: extensiones (2)

Superficies: Para aproximar una superficie x : [0,1] x [0,1] — R3,
seguimos los siguientes pasos:
Paso 1: Aproximamos las curvas

a1(t) = x(t,0), ao(t) =x(0,t), a3(t)=x(t,1), aa(t)=x(1,t),
por curvas de Bézier By(t),..., Bs(t).
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Nuestro método: extensiones (2)

Superficies: Para aproximar una superficie x : [0,1] x [0,1] — R3,
seguimos los siguientes pasos:
Paso 1: Aproximamos las curvas

a1(t) = x(t,0), ao(t) =x(0,t), a3(t)=x(t,1), aa(t)=x(1,t),

por curvas de Bézier By(t),..., Bs(t). Asi, determinamos los
puntos exteriores de la malla de control.
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Nuestro método: extensiones (2)

Superficies: Para aproximar una superficie x : [0,1] x [0,1] — R3,
seguimos los siguientes pasos:
Paso 1: Aproximamos las curvas

a1(t) = x(t,0), ao(t) =x(0,t), a3(t)=x(t,1), aa(t)=x(1,t),

por curvas de Bézier By(t),..., Bs(t). Asi, determinamos los
puntos exteriores de la malla de control.

Paso 2: Para los puntos interiores de la malla de control,
escribimos

P,'j()\,j) = x(uj, VJ) + )\,'J-N(u,-, Vj),
donde N(uj, v;) es el vector normal de x en x(u;, vj), y construimos
la superficie de Bézier B(\j, u, v).
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Nuestro método: extensiones (2)

Superficies: Para aproximar una superficie x : [0,1] x [0,1] — R3,
seguimos los siguientes pasos:
Paso 1: Aproximamos las curvas

a1(t) = x(t,0), ao(t) =x(0,t), a3(t)=x(t,1), aa(t)=x(1,t),

por curvas de Bézier By(t),..., Bs(t). Asi, determinamos los
puntos exteriores de la malla de control.

Paso 2: Para los puntos interiores de la malla de control,
escribimos

Pi(Aj) = x(ui, vi) + AgN(uj, v;),
donde N(uj, v;) es el vector normal de x en x(u;, vj), y construimos
la superficie de Bézier B(\j, u, v).
Paso 3: Minimizamos la funcién

1 1
F(\j) = /0 /0 x(u, v) — B(g, u, v)|2dud,

para obtener los valores de A%.



Ejemplo: cilindro circular
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Ejemplo: cilindro circular
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Ejemplo: cilindro circular
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Nuestro método: aplicaciones

Minimizar la longitud de curvas en superficies:
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Nuestro método: aplicaciones

Minimizar la longitud de curvas en superficies:

q1
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Nuestro método: aplicaciones

Minimizar la longitud de curvas en superficies:
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Nuestro método: aplicaciones (2)

Mejora aerodinamica de curvas y superficies:
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Nuestro método: aplicaciones (2)

Mejora aerodinamica de curvas y superficies:

Nuestro objetivo es minimizar la fuerza de presién que viene
determinada por la siguiente ecuacién:

Fp:/pdACOSH
A
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Nuestro método: aplicaciones (2)

Mejora aerodinamica de curvas y superficies:

Nuestro objetivo es minimizar la fuerza de presién que viene
determinada por la siguiente ecuacion:

Fp:/pdACOSH
A

«— &
«— -
«— I
P

<«
Fp = [, pdA Fp = [ypdAcost F,=0
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Nuestro método: aplicaciones (2)

Mejora aerodinamica de curvas y superficies:

Objetivo: Minimizar cos? # (para que no influya el signo), siendo 6
el dngulo que forman la normal de la curva y la direccién del aire
v=(-1,0).
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Nuestro método: aplicaciones (2)

B(A1, Mo, t) = (3t(1—t)2 A1 +3t3(1—t) Mo, (1—t)3 42t (1—t)2+-£3(1 1))

1 1
2 _ 2 _
cos” B(A1, A2, 1/3) = 132 cos” (A1, A2,2/3) = EY:

1

0.8

0s]

04 I

02

1 0 0 ] 1
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Nuestro método: aplicaciones (2)

B(A1, Mo, t) = (3t(1—t)2 A1 +3t3(1—t) Mo, (1—t)3 42t (1—t)2+-£3(1 1))

1 1

2 2

cos” (A1, A2,1/3) = it cos” O(A1,A2,2/3) = v

1
D.S\
0.6 ;
04
02
1 0 0 ] 1
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Nuestro método: aplicaciones (2)

B(A1, Mo, t) = (3t(1—t)2 A1 +3t3(1—t) Mo, (1—t)3 42t (1—t)2+-£3(1 1))

1 1
2 _ 2 _
cos” B(A1, A2, 1/3) = 132 cos” (A1, A2,2/3) = EY:
&
0.8
0.6
04
02
1 0 0 ] 1

V Jornadas Doctorales Aproximacién normal de curvas y superficies regulares



Nuestro método: aplicaciones (2)

B(A1, Mo, t) = (3t(1—t)2 A1 +3t3(1—t) Mo, (1—t)3 42t (1—t)2+-£3(1 1))

1 1
2 _ 2 _
cos” B(A1, A2, 1/3) = 132 cos” (A1, A2,2/3) = EY:

1
0.8
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