Semigrupos de ramas planas

Evelia R. Garcia Barroso

Universidad de La Laguna, Tenerife

IV Jornadas doctorales del Doctorado en Matematicas
Céadiz 20-21, noviembre 2018

Universidad
de La Laguna



Introduccioén Semigrupo

Curvas algebraicas planas

Una curva algebraica plana es el conjunto de ceros de un
polinomio complejo f(x, y) € C[x, y], es decir

{(a,b) € C? : f(a,b) = 0}.
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Introduccioén

Puntos singulares

Estamos interesados en curvas con puntos singulares , es
decir puntos (a, b) € C? tales que

of of
f(a,b) = a(a, b) = @(a, b) =0.

El origen es el unico punto singular de la lemniscata.

Problemas:
@ Resolucién de singularidades.
@ Clasificacién de singularidades. Universidad

de La Laguna




Introduccioén Semigrupo

Primeras definiciones: rama plana

Una rama es una curva {f = 0}, donde f € C[[x, y]] (0
C[[x]]ly¥])) es irreducible.

Clasificacion de singularidades: equisingularidad.
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Introduccion Semigrupo

Primeras definiciones: multiplicidad de interseccion
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Primeras definiciones: multiplicidad de interseccion

Sean f, g € C|[x, y]]. Definimos la multiplicidad de
interseccion iy(f, g) como

io(f,9) = dimcC[[x, y]]/(f,9),

donde (f, g) es el ideal de C[[x, y]] generado por fy g.

Propiedad

Sean f, g dos series no nulas sin término constante. Entonces

io(f,9) < +oo siy solo si{f =0} y{g = 0} no tienen ramas en
comun.
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Primeras definiciones: semigrupo de una rama

Propiedades

@ io(f,9192) = io(f, 91) + io(f, g2).
® ip(f,1) = 0.

Para toda serie irreducible f € C[[x, y]], ponemos
[(f) = {i(f,9) - g €Cllx,yll, g # 0 (mod £} .

I'(f) es un semigrupo denominado semigrupo asociado a la
rama {f = 0}.

Teorema (Zariski)

Dos ramas {f = 0} y {g = 0} son equisingulares siy solo si | ...
r(f) = 1(9)- -




¢,Coémo calcular la multiplicidad de interseccién?

Teorema

Si f € C|[[x, y]] irreducible y (x(t), y(t)) es una parametrizacion
de f = 0 entonces

io(f,g) = ordrg(x(t), y(1))

Ejemplo

f(x,y) = y? — x°.

io(f, %) = dimeC[X]|Yl/(f, X) = ordef(0, {) = ordyt2 = 2.
io(f. y) = dimcC[[x]][¥1]/(f, y) = ord¢f(t,0) = ordst® = 3.
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Introduccion Semigrupo

Propiedades del semigrupo de una rama

I'(f) es un semigrupo numeérico, es decir, gcd(I'(f)) =1, 0
equivalentemente existe ¢ € N tal que todone N, n > ¢
pertenece a T (f).

Al nimero c se le denomina conductor de I'(f).

Existe una unica sucesion vy, . .., vy € ['(f) tal que

@ vy = min(l(f)\{0}) = ord f,
@ v =min(l'(f)\Nvo+---+Nvx_y) parak € {1,..., h},
@ I'(f)=Nvy+---+ Nvp.

Universidad

La sucesion vy, ..., v, se denomina la sucesion de delalagins
generadores vg-minimal de I'(f).



Introduccion Semigrupo

Ejemplos

Ejemplo

f(Xay) :y2 _Xs'

io(f, x) = dimcC[[x]][y]]/(f, x)
io(f,y) = dimcC[[x]][¥1]/(f, y)
[(f) = N2 + N3 y ¢(f) = 2.

ord¢f(0, t) = ord;t? = 2.
ord¢f(t,0) = ord;t> = 3.

Ejemplo

f(x,y) = (y® = x°)% — x°.

io(f, x) = dimcC[[X]][¥]]/(f, X) = ord¢f(0, t) = ord;t* = 4.
F(f) = N4+2272

io(f,y) = dimcC[[x]][y]]/(f, y) = ord:f(t,0) = ord;® = 6.
io(f, y? — x%) = dimcC[[x][y]l/(f, y) = ord¢f(£?, 1) =
Ol'dt — t10t3 =13. ersidad
5,7,...€T(f)? I(f) = N4 + N6 + N13? y ¢(f) =777
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Propiedades del semigrupo

Sea ek := mcd(vp, ..., Vk) con k € {1,..., h}. Entonces
(A) € > €1 > Eeh_1 >eh:1y

(B) Ck—1Vk < €kVki1 fOfk€{1,...,h—1}.
Seang :=ex_1/ecpara k € {1,..., h}. Entonces
(@) ng>1parake{1,...,h}y

(b) nkvk < vy i1 parake{1,...,h—1}.

f(x,y) = (¥ — x3)2 — x°y.

io(f, x) = dimeC[[X]][y]]/(f, X) = ord;f(0, t) = ord;t* = 4.
[(f) = N4 + N6 + N13.
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Introduccion Semigrupo

Propiedades del semigrupo

Proposicién
@ Todo semigrupo numeérico verificando (A) y (B) es el
semigrupo de una rama plana.
@ Elconductor de T (f) es

h
C:Z(nk—1)vk—v0+1.
k=1

Ejemplo

f(x,y) = (¥® = x°)2 = x°y.
I(f) = N4 + N6 + N13.
90:4>e1:2>92:1,n1:n2:2!c(f):16. ersidad




Introduccién Semigrupo Curvas polares

Raices de un polinomio complejo y sus derivadas

Sea f(y) = ay® + by + ¢ € Cly], con a # 0.
Las raices de f(y) son

—b+ Vb2 —4ac —b— Vb? —4ac
aq = 23 and Qo = 23 o

La Unica raiz de su derivada §(y) = 2ay + bes § = 32.

Pregunta: ;Hay alguna relacion entre a4, ao y 5 ? iSi!

aq + ao

B = — 5
o o
o1 B Qo
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Curvas polares

Raices de un polinomio complejo y sus derivadas

Sea f(y) = ay® + by? + ¢y + d € Cly], con a # 0.

Teorema (Siebeck (1864)-Marden (1945))

Si las raices de f(y) son puntos no colineales a1, az, y az en el
plano, la raices de g—;( y) son los focos de la unica elipse
inscrita en el triangulo determinado por a4, as y ag y tangente
a los lados en sus puntos medios.

ag
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Curvas polares

Situacién general

Teorema (Gauss-Lucas (1879))

Sif(y) € C[y] es un polinomio no constante, todas las raices
de g—;( y) pertenecen a la envolvente convexa del conjunto de
raices de f(y).

Pregunta: ; Qué sucede en dos variables?
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Curvas polares

Teorema de Kuo-Lu

Teorema (Kuo-Lu (1977))

Sea oy unaraizde f = 0, donde f(x, y) € C[[x]][y]. Entonces

{ordi(cvr — o)} = {ordi(a1 — vi) }ks

donde Zerf = {a;}; y Zerst = {vi}k-

La curva dy = 0 se denomina curva polar de f = 0.
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Introduccion Semigrupo Curvas polares

Exponentes caracteristicos

Definicion

Sean f(x, y) € C[[x]][y] irreducible de grado n y sea

Zerf = {o}. Supongamos que x = 0 no es tangente a f = 0.
Los exponentes caracteristicos de f son

Bo=n< B <---< Py tales que

(ontsfar—a) 121 = {2} c

n

Ejemplo

f(x,y) =y? —x3=0siysolosiy=+x%72,

1Laguna

(ordulay — ) + 11} = {orau(2x¥%) = 21

Entonces Bp = vog < 1 =3 = 4.



Introduccién Semigrupo

Curvas polares

Relacién entre el semigrupo y los exponentes
caracteristicos

Teorema (Zariski)

Sean f(x, y) € C[[x]][y] irreducible de grado n y sean
Bo < B1 < --- < B los exponentes caracteristicos de f = 0.
Entonces el sistema minimal de generadores de I'(f) es
Vo< Vg < W <--- < Vydonde

® v = fo,

o vy = fy,

@ Vi1 = MkVk + Bky1 — Bk, 1<k<h-1.

Corolario

Dos ramas {f = 0} y {g = 0} son equisingulares si y solo si | ...
tienen el mismo conjunto de exponentes caracteristicos. e



Curvas polares

Exponentes caracteristicos

Teorema (Dickenstein-Sessa (1983))
Letej 1 <j< e Then

Biv1 = ip(f, FU=D) — ig(f, f).

fy)=y2—x3, f) =2y, fB =26 =1 <j<g=2

B1 = ip(f, f)) — ip(f,f®)=3-0=3

Entonces Bp = v < 1 =3 = 4.
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Curvas polares

¢,Coémo calcular?

Teorema
Sean f, g € C|[x]][y]. Entonces

io(f,g) = ord(Res, (7, g)).
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Introduccién Semigrupo Curvas polares

Criterio de irreducibilidad

Sea f € C[[x]][y]- Consideremos
D(u, v) := discy(f(u, y) — v) = ord(Res, (f, f,)) € C[[u]][v],
y su poligono de Newton

|
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Introduccion Semigrupo Curvas polares

Criterio de irreducibilidad

Sean

Ho=1,Hi=1+M;+---+Mparaiec {1,...,h}y
Co = Hp, Ci = H,',1L,'/M,' paraie {1,,/7}
Teorema (Gwozdziewicz-GB)

f es irreducible si y solo si se verifican las siguientes

condiciones:
() los cocientes H;/H,_1 son enteros parai € {2,..., h},
(i) los cocientes C; son enteros parai € {1,...,h},

(i) med(Cy,...,Cj) = Co/H; paraic{1,...,h}.
Ademas en tal caso el sistema minimal de generadores del
semigrupo de valores de f es Cy, .. ., Cp.

« sersidad
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Introduccién Semigrupo Curvas polares

Criterio de irreducibilidad

Ejemplo

Sea f(x,y) = (y? — x3)?2 — x3y. Entonces

D(u,v) = —256v® + 256u°v? + 288u'3v — 256u'° — 271%°

N={$}+ %)
Li=6,L=13, Mi=1, Mpb =2
Ho=1, Hy =2, Hy =4
Co=H.=4,C1=6,C,=13
Por tanto f es irreducible con semigrupo S(f) = N4 +N6 +N13. | ...
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