OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
Fase Local
Manana del Viernes

1 Hallar todas las soluciones enteras (z,y) de la ecuacion
v =2 + o
donde k es un numero entero dado mayor que 1.

Solucién. Puesto que y* = 22+ = z(x + 1) y med(z,z + 1) = 1
resulta que tanto  + 1 como x deben ser potencias k-ésimas de un
entero. Pero los dos unicos numeros enteros consecutivos que son
potencias k-ésimas, con kK > 1 son Oy 1 o bien -1 y O (*). Las dos
unicas soluciones son, pues, x =0,y =0y x = —1,y = 0.

(*) La justificacion de esta afirmacion sale de

(x +1)* —2F| = |z||=" ' +---| >1 si || >1y k> 1.

2 Busca un polinomio de grado tres cuyas raices sean, precisamente, el
cuadrado de las raices del polinomio p(x) = x3 + 2x% + 3z + 4.

Solucion. Sean r,s y t las raices, reales o complejas, del polinomio
p(x). Por tanto, p(x) = (z — r)(x — s)(x — t). El polinomio que bus-
camos, salvo que multipliquemos por una constante, sera de la forma
q(x) = (x — r?)(x — s?)(x — t?). De aqui resulta

q(z*) = (z°—r*) (2" —s*) (2" —t*) = (z—7)(z+7)(z—s)(x+s)(x—t) (z+t)
Y notando que

p(—z) = (—z —r)(—z = s)(—z —t) = —(z + r)(z + s)(z + 1),
entonces

q(z®) = (z—r)(@+r)(x—s)(z+s)(@—t)(z+1t) =pa)[-p(-)]
= (2®+22° 4+ 3z +4)(z® — 22° + 3z — 4) = z® + 22* — T2* — 16

Luego, q(xz) = x® 4 22? — Tx — 16 es solucion (y, también, este mismo
polinomio multiplicado por una constante cualquiera).



3 Deslizamos un cuadrado de 10 cm de lado por el plano OXY de forma
que los vértices de uno de sus lados estén siempre en contacto con los
ejes de coordenadas, uno con el eje OX y otro con el eje OY . Determina
el lugar geométrico que en ese movimiento describen:

1. EIl punto medio del lado de contacto con los ejes.
2. El centro del cuadrado.
3. Los vértices del lado de contacto y del opuesto en el primer cua-

drante.

Solucion. Sean PQRS el cuadrado de lado 10 cm, PQ el lado de
apoyo, M (mj, m3) el punto medio de dicho lado y C(cy, cz2) el centro
del cuadrado tal y como muestra la figura donde, ademas, sefialamos
los puntos A, B, Dy E.

Q4

a) Caso del punto medio M.
1
OM = PM = _PQ =5,

luego m? + m2 = 25.
b) Caso del centro del cuadrado C'.

Los triangulos AQM, AOM, BM Oy DM C son claramente congruen-
tes

AM = OB = DC,AQ = OA =MD =BM, y OM = MQ = MC = 5.

Asi, resulta que las coordenadas del centro del cuadrado, en su desliza-
miento, son iguales

61:OE:OB+BE:m1+MD:m1+m2,
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Luego, el centro del cuadrado se mueve, en este primer cuadrante, so-
bre un segmento de la linea. Las posiciones extremas se dan cuando
el lado PQ se apoya sobre alguno de los ejes, C(5,5), y cuando forma
una escuadra, esto es, un triangulo rectangulo isosceles, con ellos,
C (52, 54/2). Trabajando analogamente en los demas cuadrantes pode-
mos afirmar que el centro del cuadrado recorre el segmento de sus
bisectrices que viene dado por la expresion

C(c1,cz) = (£5A,£5)) con A € [1,V2].
c) Caso de los vértices del cuadrado en el lado de contacto: Py Q.

Los vértices Py Q se mueven sobre segmentos de los ejes coordenados,
esto es, delaslineasx =0y y = 0.

Q H M
A [—.
0 G B P

Los casos extremos se dan cuando el lado de contacto descansa so-
bre los ejes. Asi: si las coordenadas de uno son (0,) , las del otro
(£+4/100 — A2%,0) y si las coordenadas de uno son (A, 0) , las del otro
son (0, ++/100 — A?), con A € [—10,10].

d) Caso de los vértices del cuadrado en el lado opuesto al de contacto:
RyS.

De nuevo, apoyandonos en la figura, por ser congruentes los triangulos
OQP,QHRy PFSy, alavez, semejantes a AQM:

R(’I’l, ’I"z)’f’l = 2m2r2 = 2m1 —|— mo

de donde m; = 5™, m; = r;/2. Como sabemos que m} + mj = 25,
tenemos para R
T2 —T1,, T1.9
—)“ =25
T+ (B

o bien (r; —r1)?+r? = 100. El lugar geométrico esta, pues, en la elipse
de ecuacion (y — x)? + 2 = 100 y es un arco de elipse que se puede

parametrizar como
y=x+ 4100 — x2
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con z € [0,10] e y € [10,10+/2]. Analogamente, para S sale el arco de
elipse y? + (z — y)? = 100 con

T =1y + /100 — y?
cony € [0,10] y = € [10,10/2].
En los demas cuadrantes sale de forma parecida:

Segundo cuadrante:

y=—x+ /100 — x2
con x € [—10,0] e y € [10,10/2].
T =—y— /100 — y?

cony € [0,10] y € [-10+/2, —10].

Tercer cuadrante:
y=x — /100 — x2

con x € [—10,0] e y € [—10, —10/2].

x =1y — /100 — y?
conz € [—10,0] e y € [—10/2, —10].

Cuarto cuadrante:

y=—x — /100 — x?
con x € [0,10] e y € [—10, —10~/2].
x = —y+ 100 — y?

cony € [—10,0] y = € [10,10+/2].



OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
Fase Local
Tarde del Viernes

4 Calcula la suma de los inversos de los dos mil trece primeros términos
de la sucesion de término general

1
a, =1— —
4n?

Solucion. El término general se puede escribir como

an?—-1 (2n—-1)2n+1)
a = =
" 4n? 4n?

Yy su inverso es

1 4n? n n

a  @n—D@ntD) 2n—1 2nt1

Hemos de calcular

1 1 1

(23] asz as Q2012 Q2013
1 1 2 2 2012 2012 2013 2013
- (I + 5) + (5 + 3) toeeet (4023 + 4025) + (4025 + 4027)
1 3 2 3 2012 2013\ 2013
=1+ (§+§) + <E+S) Tt (4025 +4025) * 1027
1 ) 8108364

2013
=20134+ ——-=2013 |1+ —— | = —— ~ 2013.5
4027 4027 4027

1 1
+

S Obtén los dos valores enteros de x mas préoximos a 2013°, tanto por
defecto como por exceso, que cumplen esta ecuacion trigonométrica

sin®e y geos’e — 24/2



Solucion. Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y
geomeétrica resulta

2sin2ac + 2coszw > 2\/2sin2a: . 9cos?2x — 94/ 9sin® xtcos?z — 2\/5

La igualdad se alcanza cuando 25" # = 2¢°s*2 Eg decir, cuando sin® z =
cos? x 0 sinx = + cos z. Los valores de x que satisfacen la igualdad an-
terior son x = 45° 4+ 90°k con k € Z. Los valores pedidos se obtienen
para

. {2013O — 45°

t 90

} [2013°+45°1
=21y k= |— | =22

90

y son x; = 1935° y x5 = 2025°.

6 Por los puntos medios de dos lados de un triangulo ABC' trazamos
las medianas y unimos los puntos que trisecan el tercer lado con el
vértice opuesto. Asi, en el interior, se obtiene una pajarita (dos triangulos

unidos por un vértice). Se pide calcular la fraccién de superficie total del
triangulo que representa la pajarita.

Solucion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el area del
triangulo ABC es uno. Es decir, [ABC| = 1. Tenemos

A

P Q

A C

Las medianas dividen al triangulo en seis partes de igual area, luego:
1 1 1
[AMF| = [FNC]| = R [AFC] =2 6= 3 Trazamos, desde B, A, P

y Q, perpendiculares sobre la mediana CM y sean X,Y,Z y V sus
respectivos pies tal y como muestra la figura de la derecha. En esta
figura se tiene trabajando con la mediana C' M :

e AMY = BMX. Como AM = M B entonces AY = XB = h.

e AYC = PZC = QVC. Como AP = PQ = QC, entonces PZ =
2 1
—h V = — h.
3 ve 3



2 2
e PEZ = XBE. Como PZ = EXB — PE = gEB — PE =

2 3
“PByEB=":PB.
5 5

e QHV = XBH. Como QV = %QB — QH = %HB — QH =
1
1 9P
Y trabajando, analogamente!, sobre la otra mediana AN, se obtiene
2 3 1
QG=_QB GB=_QB y PD=_PB

Nos fijamos, por ejemplo, en la ceviana PB y ya podemos conocer la
proporcion en que los puntos D y FE la dividen. Falta

2 1 3
DE=PF—-PD=|(-—-| PB=—PB
5 4 20
Por tanto,

5 3 12
PD=—PB DE=—PB y EB=—PB
20 20 20

Ahora dibujamos la linea auxiliar AE. Sobre la ceviana PB, ABP de
area conocida queda dividido en tres triangulos, ABE, AED y ADP,
de idéntica altura. Por tanto,

[ADP] PD 5 |[AED] DE 3 [ABE] EB 12

[ABP]  PB 20" [ABP] PB 20 [ABP] PB 20
De

1 5 3 12
[ABP] = - — [ADP] = —, [AED]|=— y [ABE]= —
3 60 60 60

Por otro lado, como EM es mediana del triangulo ABE, se tiene
1 6
[AME] = 2 [ABE] = 0" Finalmente,

1—AMF—AME AED DEF—6 3 DEF
8_[ =1 1+ 141 ]—@Jr@ﬂ ]

1
de donde resulta el area de media pajarita. Es decir, [DEF] = 60"

1
Analogamente, [FGH]| = a0’ Y el area pedida es

[DEF] + [FGH] = 3—10 = % [ABC]

ITodo esto es equivalente a aplicar el Teorema de Menelao sobre las transversales
de un triangulo



OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
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1 Dado un niumero entero n escrito en el sistema de numeracion de-
cimal, formamos el niimero entero k restando del niuimero formado por
las tres ultimas cifras de n el numero formado por las cifras anteriores
restantes. Demostrar que n es divisible por 7, 11 o 13 si y sélo si k
también lo es.

Solucion. Sea A el namero formado por las tres tltimas cifras de ny B
el namero formado por las cifras anteriores. Entonces n = 1000B + A
vk =A—B. Tenemosn —k =1001B =7:11-13Byny k son
congruentes modulo 7, 11y 13.

2 Prueba que las sumas de las primeras, sequndas y terceras potencias
de las raices del polinomio p(x) = x3 + 2x? + 3z + 4 valen lo mismo.

Solucion. Sean r,s y t las raices, reales o complejas, del polinomio
p(x) y sea S,, la suma de sus n—ésimas potencias, esto es, S,, = r" +
s™ +t™. Por un lado, teniendo en cuenta las formulas de Cardano-Viéta
resultaque S; =r+s+t=—-2,rs+st+tr =3y rst = —410 que
nos permite calcular S,. En efecto,

So =12 4382 +t2 = (r—i—s+t)2—2(rs—|—st—|—tr) = —2
Y por otro lado:
p(r)=r*+2r24+3r4+4=0 — r3=-2r2—-3r—14
p(s) =s*+2s2+35s+4=0 — s*=-2s2—-35—4
p(t) =t3+2t*+3t+4=0 — t*=—-2t>—3t—4
Sumando las expresiones anteriores, resulta
Ss=r3+s>+t3=-25—35, —12= -2

quedando probado que las sumas de las tres primeras potencias de las
raices del polinomio p(x) valen lo mismo: s; = Sy = S; = —2.

3 En una sala de baile hay 15 chicos y 15 chicas dispuestos en dos filas
paralelas de manera que se formaran 15 parejas de baile. Sucede que
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la diferencia de altura entre el chico y la chica de cada pareja no supera
los 10 cm. Demostrar que si colocamos los mismos chicos y chicas en
dos filas paralelas en orden creciente de alturas, también sucederd que
la diferencia de alturas entre los miembros de las nuevas parejas asi
Jormadas no superaran los 10 cm.

Solucion. Sean P, P»,... P;5 las quince parejas iniciales. Ordenemos
ahora los chicos por alturas a; < a; < --- < a5 y también las chicas
by < by < .-+ < bys. Supongamos que una de las parejas tuviese una
diferencia de alturas superior a 10 cm, digamos a, — by, > 10. En-
tonces las parejas formadas por las chicas de alturas b;,...,b; y los
chicos de alturas ay,...,a;5s también cumpliran a; — b; > 10. Colo-
quemos ahora cada una de las 16 personas mencionadas, de alturas
bi,...,bk,ak,ar4+1,...,a15, €N las parejas (cajas) Ps iniciales, segun el
lugar que ocupaban. Por el principio de las casillas (palomar), dos per-
sonas compartiran la misma caja. Por lo tanto en las parejas iniciales
habia una cuya diferencia de alturas era mayor que 10 cm, contra lo
supuesto.



OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
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4 Demuestra que el producto de los dos mil trece primeros términos de
la sucesion

an:]-"_g

no llega a valer 3.

Solucidon. Veamos por induccion que p,, = a; -az-az...a, < 3 — —
n
y, asi, quedara probado para el caso particular n = 2013 que se pide

1
en el enunciado. Paran:lesp1:a1:1—|—§:2§3—I.

1
Supongamos que es cierto paran =k, pr = a1 -az-as...a < 3 — —.

Hemos de probar que se cumple para n = k + 1. Es decir, hemos de

1
VEr qQUE Pit1 = Q1 °Q2 QA3 ...0%* Q1 < 3 — m En efecto,

1 1
Pkt1 =Q1°Q2°Q3...0% " Ay = Pk * Q1 < (3_E> (3_E)

1 3 1

E+(k+n3 k(k+1)3

Ahora falta ver que

1 3 1 1

E+(h+n3 k(k+1)3 =" k+1

lo caul es equivalente a probar que

3 ! <1 ! & k2 k—|—2—(k 1>2-|—3>0
(k+1)3 k(k+1)3 " —k+1 N 2 4=

5 Resuelve la ecuacion exponencial



Solucion. Aplicando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica
y, después, una de de sus mas conocidas consecuencias ( la suma de
un numero real positivo y su inverso es siempre mayor o igual que 2,

y la igualdad solo se da para el numero 1) tenemos,

6 = 2:635—2 _+_ 2—:1:35“” 2 2\/2m35—w2_m35w — 6.
Y la igualdad se dara cuando los numeros mediados sean iguales.
2°3°" =27"3" & 2% =3"""" & 5" =577

esto es, cuando = 0 que sera, pues, la tinica solucion de la ecuacion.

6 Sean A, B y C los vértices de un triangulo y P, Q y R los respectivos
pies de las bisectrices trazadas desde esos mismos vértices. Sabiendo
que PQR es un triangulo rectangulo en P, se te pide probar dos cosas:

a) Que ABC ha de ser obtusangulo.

b) Que en el cuadrilatero ARPQ), pese a no ser ciclico, la suma de sus
angulos opuestos es constante.

Solucion. Para resolver el problema utilizaremos dos herramientas
fundamentales en los problemas geométricos relativos a triangulos:
el teorema de la bisectriz (La bisectriz de un angulo de un triangulo
corta al lado opuesto en dos segmentos de longitudes proporcionales
a los otros dos lados del triangulo) y el teorema de Stewart (Si en un
triangulo ABC' consideramos un punto P en el lado AB , entonces se
cumple que AP?a = PBb? + PC c* — PB PC a).

Sea ahora el punto P pie de la bisectriz de nuestro problema. Por el
teorema de la bisectriz tenemos

ac ab

y PC

PB: = .
+c b+ec

Ahora, aplicando el teorema de Stewart queda

_ bc

- (bt

y, substituyendo a? por su expresion obtenida del teorema del coseno
2bc A

AP = —— cos —.
(b+ c)? 2

AP? (b + 2bc + ¢ — a?)

Calculemos ahora los lados del triangulo PQR.

11



P

Por el teorema del coseno y los teoremas de la bisectriz y de Stewart
obtendremos

4b*c*(a — b) cos®? A/2 b%c?
(b+ ¢)?(a +b) (a + b)?’

4b*c?*(a — b) cos? A/2 b?c?
(b4 ¢)?(a+0b) (a + b)?’
b2c? b2c? 2b%c? cos A
@t o2 (@tb? (@ib(ato)

Como que el triangulo PQR es rectangulo PQ? + PR? = QR?, substi-
tuyendo y simplificando, tenemos

PR? = AP>4+QA?—2AP RAcos A =

QR? = QA4+ RA?>—2QA RAcos A =

PR? = AP’+QA?—2AP RAcos A =

2a® — b*> — c + (2a® + 2bc)cos A = 0

de donde sale cos A = —1/2, A = 120° y de aqui R + Q = 150°.
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